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AHAUJII3 BILIMBY ITAPAMETPIB KPAHOBOI'O BI3KA 3
THYYKHM HIJIBICOM BAHTAXKY HA OIITUMAJIbHUI
JUHAMIYHHAM PEXXWM MOI'O PYXY: II. HEJITHIHHA MOJEJIb

Anomauisn. Ilpu pyci Kpanogoeo 8i3ka 6AHMANC HA SHYUKOMY Ni0GIci
300UCHIOE HeNIHIUHI KOMUBAHHSA, KI CYMMEBO BNIUBAIOMb K HA XaApaxmep
PYXY camozo KpaHo8oeo Gi3Ka, mak i HaA HAOJIliHICMb pobomu Kpawa, Ha
1020 npodykmuenicms i Oe3neunicms excniyamayii. YCyHenHs KOAu8amv
8anmasicy npu pyci Kpamogozo 8i3Ka € aKmydalbHOW 3adayero. 3a38udail
npoonemy YCYHeHHsl HeNHIUHUX KOMUBAHb SUPIUYIOMb O NepexiOHux
pedicumie pobomu (MexaniyHux cucmem) y nepioou nycKy/eaibmy8ants, abo
JHC NPOMA2OM YCbO20 Nepiody pyxy. Ak npasuno, ananisz 6niu8y napamempis
camoeo  8i3Ka Kpamosoi cucmemu HaA ii  ONMUMATbHI  pedrcumu
@DYHKYIOHYB8aAHHA He pO032a0a€mbCs (AK Yy AIHIUHIU, MAK [ Y HeliHIUHUU
nocmanoskax 3aoaui). Mema OocniOxcenHs noafeac Yy  GUIHAYEHHI
ONMUMATILHO2O PENHCUMY PYXY KPAHOB020 8i3KA 34 OUHAMIYHUM Kpumepiem
cneyianbHo2o 8udy, KU MIHIMI3YE HENIHIlHI KOAUBAHHs (ix amniimyoy
BIOXUNIEHHS 810 BEPMUKAL) BAHMAICY HA 2HYUKOMY NiO8Ici. 3a0/is po38 3Ky
3a0a4i  BUKOPUCMAHI Memoou KIACUYHO2O  BaAPIAYIliHO20 — YUCTEHHS.
IIposedenuil ananimuunuti ananiz pi6HAHb PYXY BAHMANCY HA CHYUKOMY
niogici 'y pazi HAA6HOCMI GEPMUKANbHUX NPUCKOPEHb MOYKU NIOGICy
(paxmuuno pyxomozo 6anmaxcno2o i3ka Kpama).

Knwuoei cnoea: Kkpanosuii  6i30K,  6aHmMadC,  KOJIUBAHMS,
HeNIHIHICMb, ONMUMAIbHULL PedHCUM, 8apiayiina 3a0a4d, AHAi3, eHYUYKull
niogic, 6epmuKaibHe NPUCKOPEHHS. MOYKU NIOBICY.

ITocTanoBka npodaemu.

Bigomo[ 1], mo mix yac pyxy KpaHOBOTO Bi3Ka BaHTaX HAa THYYKOMY
MiJBICI 3MIMCHIOE, B3araji Kaxydyi, HENiHIiHI KOJMBaHHS (YacTOTa SIKUX
3aJIOKUTh BiJl aMIUTITYJH KOJMBaHb). 3pO3yMilo, L0 Ii KOJHMBAHHS
HEJIIHIHHOTO TUITY CYTTEBO BIUIMBAIOTh Ha XapakTep pyXy i caMoro Bi3Ka, Ha
HaAIWHICTE POOOTH KpaHa, HOro TPOIYKTUBHICTh Ta O€3MEYHICTh
eKcruTyaralii KpaHoBoro oOmagHanHi B uiiomy [2]. Tomy ycyHeHHs
HEJIIHIHHUX KOJHMBAaHb BAaHTAXXy HA THYYKOMY IiJIBIiCI MPH PyCi KPaHOBOTO
BaHTa)KHOTO Bi3Ka € aKTYaJIbHOIO 337a4e0.

© YosHmwok 0. B., Ocranymenko O. I1., KpaBuenko 1. M., 2020
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AHaJIi3 0CTaHHIX MyOJIiKaliii Mo TeMi J0CTiIKeHHS.

[Ipobnemy ycyHeHHs (JIiHIHHMX) KOJMBaHb BaHTaXy Ha THYYKOMY
mifBiCi MpHM pyci BaHTKHOTO Bi3Ka (HANPHUKIAZ, MOCTOBOIO KpaHa)
pO3IIIAIal0Th i BUPILIYIOTH IIEBHUMU MeTOJlaMU aHayizy
(dncenpbHI/aHAMITUYHI TAX0AM) 0arato aBTOpPIiB HAYKOBUX Ipallb, 30KpeMa
[3-7]. ABTOopu mHMTOBaHMX pPOOIT BKa3aHy MpOOJIEMY YCYHEHHS JHIMHHMX
KOJIMBaHb PO3B’S3YIOTH IS MEPEXiTHUX PEXUMIB  (PYHKIIOHyBaHHS
KPaHOBOI CUCTEMH (IIyCK/TaJIbMyBaHHS) Y HPOTATOM YChOT'O MEPIOSY pyXy
[8]. Ilpore y HemiHiiHIN mocTaHOBLI LA 3a7aya He posrinanack. Kpim
TOr0, HE BPaxOBaHI BEPTHKAJIbHI MPUCKOPEHHS TOYKU MiJBICY BaHTAXy Ha
KaHaTi, SIKi HEeMHHyY€ BHHUKAIOTH TPU pyCl BAaHTAXXHOTO Bi3Ka KpaHa M
MOJKYTb IPU3BECTH JI0 HEOAKAHUX PE3OHAHCHUX PO3TOHyBaHb BAHTAXY.

Merta poOoTm 1oNsirae y BH3HAUEHHI YMOB Ta TapameTpiB
ONTUMAIIBHOTO PEXHMY pPyXy KpaHOBOTO Bi3Ka 3a CHeLiaIbHUM
IMHAMIYHUM KpHUTEpieEM SAKOCTI (LbOro pyxXy), IpU SKHUX Yy Tpoleccax
PO3roHy cHcTeMH HeOakaHi HENiHiIMHI KOJMBAaHHS BAaHTAXy HAa THYYKOMY
miaBici MiHiMi3oBaHi. [Ipy 1bOMY BpaxoBYIOTHCS MOJKIJIMBI BEPTHKAJIbHI
NPUCKOPEHHS TOYKHM IMIiJBICY BaHTaXy Ha KaHaTi, KOTPI BHUHHUKAIOTH Y
BaHTaKHOMY BI3KYy KpaHa IpH HOro pyci BIIOJIOBXK KPaHOBOI OAJIKH.

Bukiaa 0oCHOBHOTIO 3MIiCTY 10C/IIIKEHHS.

BBaxaTuMeMO, 110 BAHTXHUH Bi30K Macu 71, PyXaeTbcs 0e3 TepTs

BIIOJIOBK TOPU30HTAIBHOT MPAMOI, 8 MAATHUKOBHH Ii/BiC 3aBKIOBKKH [ 3
TOYKOBOK) MAcol0 771, OOEpPTAcThCS HABKOJO BICi, KA IPOXOIUTH YEPE3

nentp macu Biska (puc.l). Ockinbku unentp mac (rouxa C) 3rigHo 3
3aKOHOM 30€peXEHHs KIJIBKOCTI PyXy pyXaeTbcs IO BEpPTHKANi, IO
IPOXOAUTH 4Yepe3 IO TOYKY, a TaKOX Y BHUIMAJKy, KOJIHU y IOYATKOBHM
MOMEHT MOro ropu30HTalbHA IIBUIKICTH JOPIBHIOBAJA HYJIO, TOJl TOYKa

B (touxoBa maca m,) Oyme pyxaTuCh B3IOBXK eNiNTHYHOI JiHii (T.3.
eninTuuHui MasTHUK) [10]. TlonoxeHHs Bi3ka Macu 771, 3py4HO BU3HAYaTH
KOOPJMHATOK X, =X,, a BIIXWIEHHS IIiABICY (IHYYKOIO)/KaHaTy Bif
BEpTHKAJI — BU3HAYaTH KyToM (. Tozi mosnoxeHHst Touku B (LeHTp mMacu

BAHTAXY 711, ) MOXKHA IIOJaTH Y BUIIISIL:
X,=X,+[-sin@. (1)

B  nomamemomy Oymemo mnosHadatu X, =X, =Xx. Tomi

X,=x+/[-sing.

55



ISSN 2311-0368 (Print) Hebezeuge und Fordermittel, Ne3 (64), 2020
ISSN 2409-1049 (Online)

m
F, 1 F
E(EE; ):| X
|
P
~ ] N
X { gl
lm
X |
al
|

Pucynok 1 I'eomerpis 3ajaui y HeniHiHHIN MOCTaHOBII

(€ UpHUCKOPEHHS BIIBHOTO MaiHHS)

®yukuis Jlarpamwka L s Bunmanaky, 300pakeHoro Ha puc.3, mae
BUTJIAL;

m, +m,)

L= ( > X’ +%(12('p2 +2b’cq)coscp)+m2glcoscp. 2)

PiBHaHHA HarpaHma sl X Ta (P 3BOIATHCA 10 HACTYITHUX:

(m, +m,) % —m,l{$Hcosp—sin@- ¢} =0;
™ lsinpcose- ¢
. \m+m,
P+ +
m
]-——2—cos’
mtm, 3)
gsin(p
+ [ =0
1—-— " cos?o
m, + m,

[epmre piBHSHHS cUCTeMH (3) JIETKO 1HTETPYETHCS:
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m, -1 .
X=—"—"——-S1n¢@. 4)
(m, +m,)

Axuto y mnouatkoBuii MomenT uacy (f=0) rtimo macu m, He

pyxanock, Toai nentp Mac C 3aBAAKM BiJICYTHOCTI TOPU3OHTATBLHHX CHJI
pyXaeThCs 10 BEPTUKAI, sIKa € Biccto opauHar [10]:

o =maEmY Ml Ghe=0. ()
(m, +m,) (m, +m,)

Po3risiHemo yacTuHHI BUNa Ky piBHSAHHA cucteMu (3) 1t ¢ (apyre
PIBHSTHHS Li€1 CUCTEMH).

1) o<<1 wmani kyru Bimxunenns; @ <<lpag/c wmani xkyroBi

IIBMKOCTI 0OEpPTaHHsI MacH 1, .

Toxi npyre piBHsAHHS (3) CYTTEBO CHPOLIYETHCS 3aBASKH TOMY, IO

sinp~@; cose=1;¢-¢° —>0:

m,l .
— 0+ gp=0. .(6)
(m, +m,)

PiBHsHHS (6) Ma€e po3B’S3KM y BUIJIAII HEPIOJUYHUX KOJHBAHb 3
nepiogom 7'

—. (7)

KonuBanHs KkaHaTy 3 BaHTaXEM MAacol /1, BinOyBaeThes 3

yacToToro (2, sika BU3HAYAETHCS 31 CITIBBIAHOMICHHS:

; ®)
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2) Ilpu m; >> m, maemo 3 Opyroro piBHAHHA (3):
('p+§-sin(p:0. )

Tob6ro y upOMy BUNAIKy MaeMO pIBHSHHS  HEJIHIHHOrO
MaTeMaTH4HOro MasiTHuka [11].

3) m, >>m, 1ued BUNAJOK HE PO3IIIANAEMO, K HEPEATbHHN s

MPAKTUKKA BaHTAXKOIITHOMHUX KpaHiB.

Omxe, y HeNiHIMHIA IOCTaHOBLI 3aiadi IJis BUNAAKY M1, >> 1,

Ma€EMoO:

{xI:xAzm—zl-sin(p; (|')+§-sin(p=0. (10)

m,

3 mi€i cUCTeMHU pIBHSHb MAa€MO HACTYITHE CITIIBBITHOLICHHS MK
X, =X Q:

(1D

ChiBBiJHOIIEHHA MK X, H (0 (abo MbX X Ta () I03BOISIOTH

KOPEKTHO BBECTH IOYATKOBI/KIHIIEBI YMOBM pPyXy CHUCTEeMH Yy mepion ii
pO3roHy, KOJIM te':(),tp:|, ne tp TPUBAIICTh PO3TOHY CHUCTEMH JO
YCTaJICHOTO PEXXUMY PYXY.

Otxe, OyneMO BHKOPUCTOBYBATH Yy MHOJAIBIIOMY TaKy CHUCTEMY
CIIBBITHOIIEHb MIXK X Ta (:

(12)

BcTaHOBMMO 3aKOH 3MIHHM 3 IJIMHOM 4acy [, 3a SIKOTO ISt (p(t )

BUKOHYETHCS HACTYITHUM KPUTEPIH AKOCTI pyXy CUCTEMHU:
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I@zdt > min . (13)
0

3 pieusns cucremu (10) mus (p maemo HeoOximHy ymoBy Eitnepa-
Ilyaccona nactynHoro Buay [9]:

(7)

0" =0. (14)

Toxi po3urykyemo (p(t ) Y BUIJISLL
@(t)= A, + At + A1 + At (15)
Ockinbku st x(t ) MIOBUHHI BUKOHYBATHCh HACTYITHI YMOBHU:

=08, =00, =, =, a9

t=t,

ne V' mBHAKiCTH ycTalmeHOro pyXy Bi3ka Macu 71, IICHs

3aKiHYEHHs Tepiofy MmycKy, a A  muisx, skuii Bi3ok mpoiiae 3a vac, sAKui
nopiBroe . Tomi, BUKOPUCTOBYIOYM PIBHsHHS cucTeMH (12) Ta ymoBH

(16), moxxHa a5 BU3HAUEHHS KoedinieHTiB Bupasy (15) 3anucaru:

_Amg .. :_leg' (17)

(p|t:0 = O; (i)|t:() - 0; (:l')|t:tp - m 12
2

m212 ? |t:tp
Toni, Buxoxsun 3 ymoB (17) mna xoediuientiB A, 4, 4,, A4,
Bupasy (15) maemo:

Am Vm
}f; 64, :——ﬁ. (18)

2 m,

Ay=0, 4, =0;24, +641, =

3 Bupasis, noganux y (18), MoxxHa nerko 3Haiitn koedinientn A4, Ta

4;:

__Ymg , __mg

; = -A+Tt ¢. 19
: 6m,l* 2 2m212{ p} (19

TakuM 4YMHOM, 3aKOH PyXy CHCTEMH Y HeNiHiMHIA mocTtaHoBILI (A7
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m; >>m,), 3a SAKOr0 pPeali3yeTbCs KPHTEpid sxocTi pyxy (13) (Tobro
MIHIMI3yIOTbCSI TIPH PO3TOHI MAasSTHUKOBI KOJIMBAHHS BAHTAXy), Mae

HACTyIIHUU BUIJIA] Y KOOPAMHATAX x(t ) , (p(t ) :

o(1)= A + 45 x(1) = x, (1) = m—zlsin{Azt2 + AL}, (0)
m

ne koucrautn A, it A, 3Haxomumo 3i criBBigHOMmEHS (19).

3a3HaunMo, 110 PO3B’A30K PIBHAHHA I (O y cucteMmi (10), konu He

MPUIAMAIOTBCS HisKI 3aXOAM IIOJI0 IIJBHINEHHS SKOCTI PyXy KpPaHOBOTO
Bi3Ka 3 3aKpiUICHMM Ha KaHaTi BaHTaXeM (3MEHIIECHHS HeOaKaHUX
MasiTHUKOBHX KOJIMBaHb BaHTAXY), Ma€ HACTyIHui Burisy [12-14]:

o(t)= 2arcsin{k1sn[kl(kt +81),k1]},0 <k <1,k :1+%a,
21
—2<a<0,T,=4K(k),p, = 2arcsink,, k = %,

me: O, noBimbHa (asoBa mocTiliHa mpH (p(t ) 32 HasgBHOCTI PEXUMY
KONMBaHb, [,  Tepio KONMBaHb, (O,  aMIUITyAa KOJNHUBAaHb, S7I

emnruunnit cunye, K moBHuit eminruuHumit interpan I-ro pomy, &,

MOJTyJTb eNNTHYHUX (QYHKITIH.

Po3rnsiHemMo Jani MOKIMBOCTI KEPYBaHHS PyXOM MasTHUKA HUIIXOM
3MIHM TPUCKOPEHHS TOYKH HOTro TMiABicy (S ) . OcHOBHE DIBHSHHS PyXy
BKa3aHOTO MassTHHUKA (y HENiHIHHIN MOCTAaHOBII ) MA€ BUJI:

¢+Qz-sin(p:—§-coscp, 92:§ (22)

)

3a MMOYaTKOBUX YMOB THUITY:

(Pt:() = (PO’ (Pt:() = (i)O' (23)

2
3a ymoBu @ <<1l: sinp= @, cosp~1-— % . Tomy, 3amicts (22)

MAa€EMO HACTYIIHE PIBHSIHHS:
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¢+Qz-¢—%-%;—% (24)
3BiJCcH IS (.|)2 MaeMo:
¢’ = {<p+92 <|>+l} il (25)

PosrnsHeMo criBBigHOmEHHs (25) 32 YMOBH, KoM § = d = CONSt ,
Toi (25) 3BeeThCs 10 BUPA3Y:

¢~ {(pmz <p+l} il (26)

Posmykaemo 3akoH pyxy (p(t ), 3a AKOTO BUKOHYETHCS HACTYITHHUU
KPHUTEPI IKOCTI I[LOTO PYXY:

'[;” ¢’dt — min . 27)

PiBusHus Eitnepa-Ilyaccona (HeoOXigHa ymMOBa peaizaiii KpUTepito
(27)) mae Bun:

Q? 4o =0 (28)

Jlnst po3B’s13Ky (28) BUKOpUCTaeMO moyaTkoBi yMoBH THIty (17). Cam
PO3B'SI30K PO3IIYKY€EMO y BUTJISAI:

o(t)=4, + At + A + At - (29)

BuxopucroByroun ymosu (17), mis xoedimiearis ;Ii, i= (0;1;2;3) ,

MaTHUMEMO:

2,2

~ ~ ~ ~ Q°t
4,=0;4=0;24, + 64t ——* =—Am12g;
) m,l
; (30)
64, -t = le§
m,l
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3B1,Z[CI/I OTpUMAEMO IJId (P ) HaCTyHHI/II/I BUpas:

2’:115;2 -(—A+th) P
2

_Vmg P Q!
myl’ 24

3aKkoH pyxy X ) BAaHT)XHOT'O Bi3Ka MPHU I[bOMY BU3HAYAETHCS 31

€1y

O\I»-*

criBBigHOIICHD (12).

dxmo § =S5 (t) i, kpim TOTO, sU) % 0, Tomi y mabmmxeHHi
@ <<1iicoso=1, sing= @, piBusuus (22) Habysac Bujy:

P+Q°-p=-5/1. (32)

Po3B's30k (p(t ), KU 32/I0BOJILHSAE KPHUTEPil0 SKOCTI pyxy (27),

posurykyemo 3 piBHsHHA Eitnepa-Ilyaccona [9] Buay:

()

o+l 0. (33)

(3akoH pyXy TOYKH MiJBICY BaHTaXy IO BAaHTaKHOI'O Bi3Ka KpaHa
S (t ) SIK MIHIMyM [TOBHUHEH OyTH CIUIalfHOM IO [ YETBEPTOTrO MOPSIKY).

Po3B’s130k (p(t ) st (33) po3IIyKy€eMO y BUTIISII:
=z x x ~ st
(p(t):AO+A1-t+A2-t2+A3-t3——() (34)

Koedinientn A, 4, 4,, A, 3naxomumo 3 ymoB (17), Tomi

MaTHMEMO HACTYITHI CITiBBiIHOIICHHS:
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~ = ~ ~ St
m
’ (35)
;1 S (l‘p) B leg
3 / = 2
m,

3po3ymino, 110 x(l‘) 3a 3aKOHY (p(t), SIKH BU3HAYAETHCS

criBBimHOMIEHHAMH (34), (35), MOKHA 3HANUTH 32 AOTTOMOTOI0 opmyi (12).

BucHoBku

1. OOrpyHTOBaHa HemiHiiHA (i3MKO-MEXaHIYHA Ta MaTeMaTUYHa
MOJIeN, SIKI aJeKBAaTHO OINHUCYIOTh AMHAaMIKy KPaHOBOT'O Bi3Ka 3 THYYKUM
MiBICOM BaHTaXYy, XapaKTEepHY sl PyHKIIOHYBaHHS MOCTOBHX KPaHIB.

2. BcraHoBIIEHI 3aKOHH ONTHMAIBHOTO JTUHAMIYHOTO PEXUMY PYXY

PO3IIIIHYTOI CHCTEMHU x(t ) (st Bi3ka) ¥ O(f) (st BaHTaXKy HA KaHati),

3a SKAX MIHIMI3YIOTBCSl y TpOLECi MyCKy HEeNiHiiHI KOJHMBHI HpOIecH
(MasgTHUKOBOI'O THITy) IPU BIAXWJICHHI BaHTa)Xy Ha THYYKOMY MiJBICi BiJ
BEPTHUKAJI (32 yMOB IPUCKOPEHOT0 PyXy TOUKHU Mi/IBICY BaHTaXYy, 30KpEMa).

3. Orpumani y poOOTi pe3yJabTaTH MOXYTb Y IOJAIBIIOMY
CIlyryBaTH Ui YTOYHEHHS 1 BJIOCKOHAQJIEHHS ICHYIOUMX 1HXXEHEPHHX
METOIB PO3paxyHKy KiHEMAaTHYHO-CHUJIIOBUX IapaMeTpiB Ta ONTHUMAJIbHUX
pPeXUMIB (IIyCKYy) pyXy MOCTOBHX KpaHiB, SIKi MiHIMi3ylOTh HeOa)kaHi Ui
(YHKIIOHYBaHHSI OCTaHHIX MasTHUKOBI (HENiHINHHI) KOMTUBAaHHS BaHTaXy Ha
THYYKOMY MiJIBiCl SIK Ha CTaisIX NMPOEKTYBaHHS/KOHCTPYIOBAaHHS, TaK 1 Yy
pexuMax ix peaqbHOi eKCIUTyaTariii.
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CRANE TROLLEY WITH FLEXIBLE LOAD SUSPENTION
PARAMETERS INFLUENCE ANALYSIS ON THE OPTIMAL
DYNAMIC MOVEMENT MODE. I: NONLINEAR MODEL
Chovnyuk Y. V., Ostapushchenko O. P., Kravchenko 1. M.
Nathional University of Bioresources and Life Sciences of Ukraine,
Kyiv National University of Construction and Architecture

Annotation. Moving a crane trolley a flexible suspension load
carries nonlinear oscillations, which significantly affect both the nature of
the crane trolley's movement and the reliability of the crane's operation, its
productivity and safety of operation. The load fluctuations elimination of
crane truck moving is an urgent task. Usually, the eliminating nonlinear
oscillations problem is solved for transient modes operation (mechanical
systems) during start-up / braking periods or throughout the entire motion
period. As a rule, the analysis of the crane truck parameters influence itself
on its optimal operation modes is not considered (both in linear and
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nonlinear problem formulations). The study purpose is to determine the
optimal movement mode of crane truck movement by a dynamic criterion of
a special kind that minimizes nonlinear oscillations (their amplitude of
deviation from the vertical) on a flexible load suspension. Classical
variational calculus methods are used to solve the problem. Analytical
equations cargo movement analysis on a flexible suspension movement in
the case of vertical suspension point acceleration (actually crane truck
moving).

Keywords: crane trolley, load, vibrations, nonlinearity, optimal
mode, variational problem, analysis, flexible suspension, suspension point’s
vertical acceleration.
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	Відомо[1], що під час руху кранового візка вантаж на гнучкому підвісі здійснює, взагалі кажучі, нелінійні коливання (частота яких залежить від амплітуди коливань). Зрозуміло, що ці коливання нелінійного типу суттєво впливають на характер руху і самого...
	Аналіз останніх публікацій по темі дослідження.
	Проблему усунення (лінійних) коливань вантажу на гнучкому підвісі при русі вантажного візка (наприклад, мостового крана) розглядають і вирішують певними методами аналізу (чисельні/аналітичні підходи) багато авторів наукових праць, зокрема [3-7]. Автор...
	Мета роботи полягає у визначенні умов та параметрів оптимального режиму руху кранового візка за спеціальним динамічним критерієм якості (цього руху), при яких у процессах розгону системи небажані нелінійні коливання вантажу на гнучкому підвісі мініміз...
	Виклад основного змісту дослідження.
	Вважатимемо, що вантажний візок маси  рухається без тертя вподовж горизонтальної прямої, а маятниковий підвіс завждовжки  з точковою масою  обертається навколо вісі, яка проходить через центр маси візка (рис.1). Оскільки центр мас (точка ) згідно з за...
	.                                      (1)
	В подальшому будемо позначати . Тоді .
	Рисунок 1  Геометрія задачі у нелінійній постановці
	(  прискорення вільного падіння)
	Функція Лагранжа  для випадку, зображеного на рис.3, має вигляд:
	.    (2)
	Рівняння Лагранжа для  та  зводяться до наступних:
	(3)
	Перше рівняння системи (3) легко інтегрується:
	.                                  (4)
	Якщо у початковий момент часу () тіло маси  не рухалось, тоді центр мас  завдяки відсутності горизонтальних сил рухається по вертикалі, яка є віссю ординат [10]:
	.         (5)
	Розглянемо частинні випадки рівняння системи (3) для  (друге рівняння цієї системи).
	1)   малі кути відхилення; рад/с  малі кутові швидкості обертання маси .
	Тоді друге рівняння (3) суттєво спрощується завдяки тому, що :
	.                             .(6)
	Рівняння (6) має розв’язки у вигляді періодичних коливань з періодом :
	.                               (7)
	Коливання канату з вантажем масою відбувається з частотою , яка визначається зі співвідношення:
	,                                   (8)
	тобто .
	2) При  маємо з другого рівняння (3):
	.                                      (9)
	Тобто у цьому випадку маємо рівняння нелінійного математичного маятника [11].
	3)   цей випадок не розглядаємо, як нереальний для практики вантажопідйомних кранів.
	Отже, у нелінійній постановці задачі для випадку  маємо:
	.               (10)
	З цієї системи рівнянь маємо наступне співвідношення між  й :
	.                                    (11)
	Співвідношення між  й  (або між  та ) дозволяють коректно ввести початкові/кінцеві умови руху системи у період її розгону, коли , де   тривалість розгону системи до усталеного режиму руху.
	Отже, будемо використовувати у подальшому таку систему співвідношень між  та :
	.                             (12)
	Встановимо закон зміни з плином часу , за якого для  виконується наступний критерій якості руху системи:
	.                                         (13)
	З рівняння системи (10) для  маємо необхідну умову Ейлера-Пуассона наступного виду [9]:
	.                                               (14)
	Тоді розшукуємо  у вигляді:
	.                         (15)
	Оскільки для  повинні виконуватись наступні умови:
	,               (16)
	де   швидкість усталеного руху візка маси  після закінчення періоду пуску, а   шлях, який візок пройде за час, який дорівнює . Тоді, використовуючи рівняння системи (12) та умови (16), можна для визначення коефіцієнтів виразу (15) записати:
	.         (17)
	Тоді, виходячи з умов (17) для коефіцієнтів  виразу (15) маємо:
	.       (18)
	З виразів, поданих у (18), можна легко знайти коефіцієнти  та :
	.                    (19)
	Таким чином, закон руху системи у нелінійній постановці (для ), за якого реалізується критерій якості руху (13) (тобто мінімізуються при розгоні маятникові коливання вантажу), має наступний вигляд у координатах :
	,    (20)
	де константи  й  знаходимо зі співвідношень (19).
	Зазначимо, що розв’язок рівняння для  у системі (10), коли не приймаються ніякі заходи щодо підвищення якості руху кранового візка з закріпленим на канаті вантажем (зменшення небажаних маятникових коливань вантажу), має наступний вигляд [12-14]:
	(21)
	де:   довільна фазова постійна при  за наявності режиму коливань,   період коливань,   амплітуда коливань,   еліптичний синус,   повний еліптичний інтеграл I-го роду,   модуль еліптичних функцій.
	Розглянемо далі можливості керування рухом маятника шляхом зміни прискорення точки його підвісу . Основне рівняння руху вказаного маятника (у нелінійній постановці) має вид:
	(22)
	за початкових умов типу:
	.                                (23)
	За умови : . Тому, замість (22) маємо наступне рівняння:
	.                                 (24)
	Звідси для  маємо:
	.                              (25)
	Розглянемо співвідношення (25) за умови, коли , тоді (25) зведеться до виразу:
	.                             (26)
	Розшукаємо закон руху , за якого виконується наступний критерій якості цього руху:
	.                                     (27)
	Рівняння Ейлера-Пуассона (необхідна умова реалізації критерію (27)) має вид:
	(28)
	Для розв’язку (28) використаємо початкові умови типу (17). Сам розв'язок розшукуємо у вигляді:
	.               (29)
	Використовуючи умови (17), для коефіцієнтів , матимемо:
	,             (30)
	звідси отримаємо для  наступний вираз:
	.      (31)
	Закон руху  вантажного візка при цьому визначається зі співвідношень (12).
	Якщо   і , крім того, , тоді у наближенні  й , , рівняння (22) набуває виду:
	.                                 (32)
	Розв'язок , який задовольняє критерію якості руху (27), розшукуємо з рівняння Ейлера-Пуассона [9] виду:
	.                                    (33)
	(Закон руху точки підвісу вантажу до вантажного візка крана  як мінімум повинен бути сплайном по  четвертого порядку).
	Розв’язок  для (33) розшукуємо у вигляді:
	(34)
	Коефіцієнти  знаходимо з умов (17), тоді матимемо наступні співвідношення:
	.         (35)
	Зрозуміло, що  за закону , який визначається співвідношеннями (34), (35), можна знайти за допомогою формул (12).
	Висновки
	1. Обгрунтована нелінійна фізико-механічна та математична моделі, які адекватно описують динаміку кранового візка з гнучким підвісом вантажу, характерну для функціонування мостових кранів.
	2. Встановлені закони оптимального динамічного режиму руху розглянутої системи  (для візка) й  (для вантажу на канаті), за яких мінімізуються у процесі пуску нелінійні коливні процеси (маятникового типу) при відхиленні вантажу на гнучкому підвісі від ...
	3. Отримані у роботі результати можуть у подальшому слугувати для уточнення і вдосконалення існуючих інженерних методів розрахунку кінематично-силових параметрів та оптимальних режимів (пуску) руху мостових кранів, які мінімізують небажані для функціо...



